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As known, elliptic equation with regular boundary layers can be solved on an
uniform mesh or on a mesh, dense in boundary layers. In both cases we have to solve
a linear system of equations by iterations. We can reduce a number of iterations, if we
preliminarily solve a problem on a coarse mesh. In this case we need to interpolate the
mesh solution from a coarse mesh to a �ne mesh. In a case of the uniform mesh we
construct interpolation, �tted to the boundary layer components. We prove that in a
case of Shishkin mesh we may use polynomial interpolation in a two-grid method

Ââåäåíèå
Êàê èçâåñòíî, ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ðàçíîñòíûõ ñõåì äëÿ äâóìåðíûõ ëèíåéíûõ ýë-
ëèïòè÷åñêèõ çàäà÷ ñ ðåãóëÿðíûìè ïîãðàíè÷íûìè ñëîÿìè ìîæåò áûòü îáåñïå÷åíà ñãó-
ùåíèåì ñåòêè â îáëàñòÿõ ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ [1]-[3] èëè, â ñëó÷àå ðàâíîìåðíîé ñåòêè,
ïîäãîíêîé ñõåìû ê ïîãðàíñëîéíûì ñîñòàâëÿþùèì ðåøåíèÿ [1], [4]-[5]. Â îáîèõ ñëó÷à-
ÿõ ïÿòèòî÷å÷íàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé,
êîòîðàÿ îáû÷íî ðåøàåòñÿ íà îñíîâå èòåðàöèé.

Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ, êàê ìîæíî óìåíüøèòü êîëè÷åñòâî èòåðàöèé çà ñ÷åò ïðåä-
âàðèòåëüíîãî ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è íà ãðóáîé ñåòêå. Ïðè òàêîì ïîäõîäå âîçíèêàåò
íåîáõîäèìîñòü â èíòåðïîëÿöèè ñåòî÷íîãî ðåøåíèÿ â óçëû èñõîäíîé ñåòêè. Â ðàáîòå ïî-
ñòðîåíà ñïëàéí-èíòåðïîëÿöèîííàÿ ôîðìóëà, òî÷íàÿ íà ïîãðàíñëîéíûõ ñîñòàâëÿþùèõ
è ïîêàçàíî ïðåèìóùåñòâî èñïîëüçîâàíèÿ ýòîé ôîðìóëû â äâóõñåòî÷íîì ìåòîäå ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ ôîðìóëîé ïîëèíîìèàëüíîé ñïëàéí-èíòåðïîëÿöèè, â ñëó÷àå ðàâíîìåðíîé ñåòêè.
Â ñëó÷àå ïðèìåíåíèÿ ðàçíîñòíîé ñõåìû íà ñãóùàþùåéñÿ â ïîãðàíñëîå ñåòêå Ã.È. Øèø-
êèíà ïîêàçàíî, ÷òî ìåòîä ïîëèíîìèàëüíîé ñïëàéí-èíòåðïîëÿöèè ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî
òî÷íûì, è åãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü â äâóõñåòî÷íîì ìåòîäå.

1. Ïîñòàíîâêà äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è
Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó:

εuxx + εuyy + a(x)ux + b(y)uy − c(x, y)u = f(x, y), (x, y) ∈ Ω; u(x, y) = g(x, y), (x, y) ∈ Γ,
(1)
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ãäå Ω = (0, 1)2, Γ = Ω�Ω, ôóíêöèè a, b, c, f, g - äîñòàòî÷íî ãëàäêèå,

a(x) ≥ α > 0, b(y) ≥ β > 0, c(x, y) ≥ 0, ε > 0. (2)

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (2) ðåøåíèå çàäà÷è (1) ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûì
è â ñîîòâåòñòâèè ñ [1] â íåì ìîæíî âûäåëèòü ýêñïîíåíöèàëüíûå ïîãðàíñëîéíûå ñîñòàâ-
ëÿþùèå:

u(x, y) = p(x, y)+
[
g(0, y)−w(0, y)

]
Φ(x)+

[
g(x, 0)−w(x, 0)

]
Θ(y)−

[
g(0, 0)−w(0, 0)

]
Φ(x)Θ(y),

(3)
ãäå p(x, y) = w(x, y) + O(ε)− ðåãóëÿðíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ðåøåíèÿ, ñ ðàâíîìåðíî îãðàíè-
÷åííûìè ïåðâûìè ïðîèçâîäíûìè, w(x, y) � ðåøåíèå âûðîæäåííîé çàäà÷è:

a(x)wx + b(y)wy − c(x, y)w = f(x, y), (x, y) ∈ Ω, w(1, y) = g(1, y), w(x, 1) = g(x, 1),

ïîãðàíñëîéíûå ñîñòàâëÿþùèå èìåþò âèä:

Φ(x) = exp(−a(0)ε−1x), Θ(y) = exp(−b(0)ε−1y). (4)

Âñþäó ïîä C è Cj, j ≥ 0, ïîäðàçóìåâàåì ïîñòîÿííûå, íå çàâèñÿùèå îò ε è øàãîâ
ñåòêè.

2. Äâóõñåòî÷íûé ìåòîä íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå
Ïóñòü Ωh � ðàâíîìåðíàÿ ñåòêà îáëàñòè Ω̄, ñ óçëàìè {xi, yj}, i, j = 0, 1, . . . , N, Nh = 1.

Ñíà÷àëà îñòàíîâèìñÿ íà âîïðîñå ñïëàéí-èíòåðïîëÿöèè ôóíêöèé ñ ïîãðàíñëîéíîé
ñîñòàâëÿþùåé. Ïóñòü äëÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ôóíêöèè u(x, y) ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâ-
ëåíèå:

u(x, y) = p(x, y) + d1(x, y)Φ(x) + d2(x, y)Θ(y) + d3(x, y)Φ(x)Θ(y). (5)

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé p(x, y), dj(x, y) ðàâíîìåðíî îãðàíè-
÷åíû, à ôóíêöèè Φ(x), Θ(y) èìåþò îáëàñòè áîëüøèõ ãðàäèåíòîâ. Â ñëó÷àå çàäà÷è (1),
â ñîîòâåòñòâèè ñ (3), ýòè ôóíêöèè èìåþò âèä (4). Â ñîîòâåòñòâèè ñ [6], ïðè íàëè÷èè
ïîãðàíñëîéíûõ ñîñòàâëÿþùèõ, ïðèìåíåíèå ïîëèíîìèàëüíîé ñïëàéí-èíòåðïîëÿöèè íà
ðàâíîìåðíîé ñåòêå ìîæåò ïðèâîäèòü ê ïîãðåøíîñòÿì ïîðÿäêà O(1).

Ââåäåì èíòåðïîëÿöèþ, òî÷íóþ íà ïîãðàíñëîéíûõ ñîñòàâëÿþùèõ. Ïóñòü Ki,j− ïðîèç-
âîëüíàÿ ÿ÷åéêà ñåòêè, Ki,j = [xi, xi+1]× [yj, yj+1]. Çàäàäèì â ÿ÷åéêå Ki,j èíòåðïîëÿöèþ:

IΦ,Θ([u]Ωh
, x, y) =

(
ui+1,j+1 − ui,j+1 − ui+1,j + ui,j

)Φ(x)− Φi

Φi+1 − Φi

× Θ(y)−Θj

Θj+1 −Θj

+

+
(
ui,j+1 − ui,j

)Θ(y)−Θj

Θj+1 −Θj

+
(
ui+1,j − ui,j

)Φ(x)− Φi

Φi+1 − Φi

+ ui,j, (6)

ãäå ui,j = u(xi, yj), Θj = Θ(yj), Φi = Φ(xi). Èíòåðïîëÿöèîííàÿ ôîðìóëà (6) òî÷íà íà
ïîãðàíñëîéíûõ ñîñòàâëÿþùèõ Φ(x), Θ(y) è íà èõ ïðîèçâåäåíèè Φ(x)Θ(y). Èç (6) ñëåäóåò
ôîðìóëà ïîëèíîìèàëüíîé èíòåðïîëÿöèè ïðè çàäàíèè Φ(x) = x, Θ(y) = y :

IP ([u]Ωh
, x, y) =

(
ui+1,j+1 − ui,j+1 − ui+1,j + ui,j

) x− xi

xi+1 − xi

× y − yj

yj+1 − yj

+
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+
(
ui,j+1 − ui,j

) y − yj

yj+1 − yj

+
(
ui+1,j − ui,j

) x− xi

xi+1 − xi

+ ui,j. (7)

Ëåììà 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ u(x, y) èìååò ïðåäñòàâëåíèå (5), ãäå p(x, y) è âñå ôóíê-
öèè dj(x, y) èìåþò ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûå ïåðâûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå. Ïóñòü
ôóíêöèè Φ(x), Θ(y) ñòðîãî ìîíîòîííû íà êàæäîì ñåòî÷íîì èíòåðâàëå. Òîãäà íàé-
äåòñÿ ïîñòîÿííàÿ C, íå çàâèñÿùàÿ îò ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèé Φ(x), Θ(y), òàêàÿ, ÷òî

∣∣∣IΦ,Θ([u]Ωh
, x, y)− u(x, y)

∣∣∣ ≤ Ch, (x, y) ∈ Ω.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (3) ðåøåíèå çàäà÷è (1) ñîäåðæèò ýêñïîíåíöèàëüíûå ïîãðàíè÷íûå
ñëîè ó ãðàíèö x = 0, y = 0. Â [4] äîêàçàíî, ÷òî ðàçíîñòíàÿ ñõåìà À.Ì. Èëüèíà, ïîñòðî-
åííàÿ ïî êàæäîìó íàïðàâëåíèþ, â ñëó÷àå çàäà÷è (1) ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåéñÿ
è ñïðàâåäëèâà îöåíêà òî÷íîñòè:

max
i,j

|uh
i,j − u(xi, yj)| ≤ C1h

r, r < 1,

ãäå r áëèçêî ê 1/2. Ðàçíîñòíàÿ ñõåìà ÿâëÿåòñÿ ïÿòèòî÷å÷íîé è åå ìîæíî çàïèñàòü â
âèäå:

Lhuh = fh. (8)

Ìàòðèöà ñõåìû (8) ÿâëÿåòñÿ M -ìàòðèöåé è ðÿä èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ äëÿ åå ðàçðåøå-
íèÿ ÿâëÿþòñÿ ñõîäÿùèìèñÿ. Ïóñòü äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (8) ïðèìåíÿåòñÿ ñõîäÿùèéñÿ
èòåðàöèîííûé ìåòîä (Çåéäåëÿ, ïåðåìåííûõ íàïðàâëåíèé èëè äðóãîé) è ñïðàâåäëèâà
îöåíêà ñõîäèìîñòè:

||u(m+1) − uh|| ≤ qh||u(m) − uh||, qh < 1, ||uh|| = max
i,j

|uh
i,j|. (9)

Ïóñòü ∆h � òî÷íîñòü ðàçíîñòíîé ñõåìû. Òîãäà èòåðàöèè íåîáõîäèìî ïðîäîëæàòü, ïîêà
íå âûïîëíèòñÿ óñëîâèå:

‖u(m) − uh‖ ≤ ∆h. (10)

Ó÷èòûâàÿ (9), íåñëîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî äëÿ ýòîãî ïîòðåáóåòñÿ

Nh ≈ dN2 logqh
(∆h/δ) (11)

àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé, ãäå dN2 � êîëè÷åñòâî àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé, íåîáõîäè-
ìîå äëÿ âûïîëíåíèÿ îäíîé èòåðàöèè, δ = ||u(0) − uh||.

Êîëè÷åñòâî àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé ìîæíî ñóùåñòâåííî ñîêðàòèòü, åñëè ïðåäâà-
ðèòåëüíî îñóùåñòâèòü èòåðàöèè íà áîëåå ãðóáîé ñåòêå. Ââåäåì ðàâíîìåðíóþ ñåòêó ñ
øàãîì H, H À h. Ïðåäâàðèòåëüíî ðåøàåì çàäà÷ó (1) íà ñåòêå ΩH . Äàëåå íåîáõîäè-
ìî íàéäåííîå ñåòî÷íîå ðåøåíèå u(mH) ïðîèíòåðïîëèðîâàòü â óçëû èñõîäíîé ñåòêè Ωh.
Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ñïëàéí-èíòåðïîëÿöèîííîé ôîðìóëîé (6) è çàäàäèì íà÷àëüíîå
ïðèáëèæåíèå äëÿ èòåðàöèé íà ñåòêå Ωh :

uI
H = [IΦ,Θ(u(mH), x, y)]Ωh

.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 1 äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C1

||uI
H − uh|| ≤ C1(H + ∆H).
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Â ñëó÷àå ñõåìû èç [4] ∆H > H, òîãäà äâóõñåòî÷íûé ìåòîä ïîòðåáóåò

NHh ≈ d n2 logqH

∆H

δ
+ IH + dN2 logqh

∆h

∆H

(12)

àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé, ãäå IH � ÷èñëî àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ
èíòåðïîëÿöèè. Èç (11)-(12) ñëåäóåò âûèãðûø â ÷èñëå àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé ïðè
ïðèìåíåíèè äâóõñåòî÷íîãî ìåòîäà:

Nh −NHh ≈ d(N2 − n2) logqH

(∆H

δ

)
− IH .

Åñëè ïîðÿäîê òî÷íîñòè ðàçíîñòíîé ñõåìû (8) âûøå ïåðâîãî, òî â äâóõñåòî÷íîì ìåòîäå
íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü áîëåå òî÷íóþ ñïëàéí-èíòåðïîëÿöèîííóþ ôîðìóëó.

Ìîæíî ðåøèòü çàäà÷ó, êàê äëÿ çàäàííîãî øàãà h ïîäîáðàòü êðóïíûé øàã H, ÷òîáû
âûèãðûø â êîëè÷åñòâå àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé áûë íàèáîëüøèì. Ñ÷èòàÿ, ÷òî ∆H ¿
δ, ïîëó÷èì óðàâíåíèå íà H : H2 = h2(1− ln H2).

3. Äâóõñåòî÷íûé ìåòîä íà ñåòêå Ã.È. Øèøêèíà
Îñòàíîâèìñÿ íà ñëó÷àå, êîãäà ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ðàçíîñòíîé ñõåìû äëÿ çàäà÷è
(1) îáåñïå÷èâàåòñÿ ñãóùåíèåì ñåòêè â ïîãðàíè÷íûõ ñëîÿõ. À èìåííî, ïóñòü Ωh � ñåòêà
Ã. È. Øèøêèíà [2] :
h1, H1 � øàãè ñåòêè ïî x â ïîãðàíè÷íîì ñëîå è âíå åãî, h2, H2 � øàãè ñåòêè ïî y â
ïîãðàíè÷íîì ñëîå è âíå ñëîÿ; â ïîãðàíè÷íîì ñëîå è âíå ñëîÿ îäèíàêîâîå ÷èñëî ñåòî÷íûõ
èíòåðâàëîâ,

hj = 2σj/N, Hj = 2(1− σj)/N, j = 1, 2, σ1 =
2ε

α
ln N, σ2 =

2ε

β
ln N. (13)

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) íà ââåäåííîé íåðàâíîìåðíîé ñåòêå ïðèìåíèì ñõåìó íàïðàâëåí-
íûõ ðàçíîñòåé. Èçâåñòíî, ÷òî ñõåìà íàïðàâëåííûõ ðàçíîñòåé íà ñåòêå Ã.È. Øèøêèíà
ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåéñÿ è äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C ñïðàâåäëèâà îöåíêà
[2] :

max
i,j

|uh
i,j − u(xi, yj)| ≤ C ln(N)/N. (14)

Ñõåìà íàïðàâëåííûõ ðàçíîñòåé â äâóìåðíîì ñëó÷àå ìîæåò áûòü ðàçðåøåíà íà îñíî-
âå èòåðàöèé. Äëÿ òîãî, ÷òîáû èòåðàöèîííàÿ ïîãðåøíîñòü íå ïðåâûøàëà ïîãðåøíîñòè
ðàçíîñòíîé ñõåìû, ïðè èòåðàöèÿõ íåîáõîäèìî äîáèòüñÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (10) ïðè
∆h = ln(N)/N. Äëÿ ýòîãî ïîòðåáóåòñÿ ÷èñëî àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé, ñîîòâåòñòâó-
þùåå (11). Êîëè÷åñòâî àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé ìîæíî óìåíüøèòü, ïî àíàëîãèè ñî
ñëó÷àåì ðàâíîìåðíîé ñåòêè, âîñïîëüçîâàâøèñü äâóõñåòî÷íûì ìåòîäîì.

Èòàê, çàäàäèì n ¿ N è ðåøàåì çàäà÷ó (1) íà îñíîâå ñõåìû íàïðàâëåííûõ ðàç-
íîñòåé íà ñåòêå, àíàëîãè÷íîé (13), ñîäåðæàùåé n èíòåðâàëîâ. Äëÿ ðàçðåøåíèÿ ñõåìû
îñóùåñòâëÿåì èòåðàöèè, ïîêà íå âûïîëíèòñÿ:

‖u(m) − uH‖ ≤ ln(n)

n
.

Äëÿ èíòåðïîëÿöèè íàéäåííîãî ñåòî÷íîãî ðåøåíèÿ íà ñåòêó Ωh èñïîëüçóåì ïîëèíîìè-
àëüíóþ ñïëàéí-èíòåðïîëÿöèþ (7).
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Ëåììà 2. Ïóñòü u(x, y) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (1). Ïóñòü ñåòêà Ωh çàäàíà
â ñîîòâåòñòâèè ñ (13). Òîãäà äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C1

∣∣∣IP ([u]Ωh
, x, y)− u(x, y)

∣∣∣ ≤ C1
ln2 N

N2
, (x, y) ∈ Ω.

Çàäàäèì uI
H = [IP (u(mH), x, y)]Ωh

. Ñ ó÷åòîì ëåììû 2 ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé
ïîñòîÿííîé C2

||uI
H − uh|| ≤ C2 ln(n)/n.

Èòàê, ïîñòðîåíî íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå ê ðåøåíèþ ñèñòåìû (8) ñ òî÷íîñòüþ O(ln(n)/n).
Äàëåå îñòàåòñÿ îñóùåñòâèòü èòåðàöèè íà èñõîäíîé ñåòêå Ωh äëÿ äîñòèæåíèÿ òî÷íîñòè
O(ln(N)/N).

4. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû

Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó:

εuxx + εuyy + ux + 2uy − u = − 2y

1 + y
ex, (x, y) ∈ (0, 1)2, u(x, y) = xy, (x, y) ∈ Γ. (15)

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (15) íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå ïðèìåíÿåì ñõåìó èç ðàáîòû Ê.Â. Åìå-
ëüÿíîâà [4], î êîòîðîé ãîâîðèëîñü âûøå. Äëÿ ðàçðåøåíèÿ ëèíåéíîé ïÿòèòî÷å÷íîé ðàç-
íîñòíîé ñõåìû èñïîëüçóåì ìåòîä Çåéäåëÿ, çàäàâ íà÷àëüíóþ èòåðàöèþ â âèäå u

(0)
i,j =

xiyj, (xi, yj) ∈ Ωh. Âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (10) ïðîâåðÿåì íà îñíîâå âåðíîãî, â ñëó÷àå
çàäà÷è (1), ñîîòíîøåíèÿ:

‖u(m) − uh‖ ≤ α−1‖Lhu(m) − fh‖.

Â òàáë. 1 ïðèâåäåíî êîëè÷åñòâî èòåðàöèé äâóõñåòî÷íîãî ìåòîäà íà èñõîäíîé ñåòêå ñ
øàãîì h, h = 1/N, è íà âñïîìîãàòåëüíîé ñåòêå ñ øàãîì H, H = 1/n (÷èñëî èòåðàöèé
íà ãðóáîé ñåòêå óêàçàíî â ñêîáêàõ), ïðè ðàçëè÷íûõ N è n. Ïðè ýòîì ε = 0.001. Â ëå-
âîé ÷àñòè òàáëèöû ðàññìîòðåí ñëó÷àé ýêñïîíåíöèàëüíîé èíòåðïîëÿöèè (6), â ïðàâîé
- ïîëèíîìèàëüíîé èíòåðïîëÿöèè (7). Â íèæíåé ñòðîêå òàáëèöû ïðèâåäåíî êîëè÷åñòâî
èòåðàöèé â ñëó÷àå îäíîñåòî÷íîãî ìåòîäà. Èç ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðèìåíòîâ âèäíî, ÷òî
èñïîëüçîâàíèå ýêñïîíåíöèàëüíîé èíòåðïîëÿöèè (6) ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîìó ñîêðà-
ùåíèþ êîëè÷åñòâà èòåðàöèé íà èñõîäíîé ñåòêå ñ øàãîì h, ñëåäîâàòåëüíî, è ê âûèãðûøó
â êîëè÷åñòâå àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé â ñðàâíåíèè ñ ðåøåíèåì çàäà÷è íà îäíîé ñåò-
êå. Ïîëèíîìèàëüíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ε ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíûì
ïîãðåøíîñòÿì, ïîýòîìó íå ïðîèñõîäèò ñóùåñòâåííîãî ñîêðàùåíèÿ ÷èñëà èòåðàöèé íà
ìåëêîé ñåòêå ïðè åå èñïîëüçîâàíèè â äâóõñåòî÷íîì ìåòîäå.

Â òàáë. 2 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ îäíîñåòî÷íîãî è äâóõñåòî÷íîãî ìåòîäîâ
ñ çàäàíèåì îïòèìàëüíîãî H, ñ ïðèìåíåíèåì èíòåðïîëÿöèîííîé ôîðìóëû (6). Êàê è â
òàáë. 1, ïðåäñòàâëåíî ÷èñëî èòåðàöèé íà èñõîäíîé ñåòêå è â ñêîáêàõ - íà ãðóáîé ñåòêå
ñ nopt êîëè÷åñòâîì óçëîâ, ε = 0.001. Âûèãðûø â ÷èñëå èòåðàöèé î÷åâèäåí.
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Ò à á ë è ö à 1. ×èñëî èòåðàöèé îäíîñåòî÷íîãî è äâóõñåòî÷íîãî ìåòîäîâ ïðè ε = 0.001,
ýêñïîíåíöèàëüíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ - ñëåâà, ïîëèíîìèàëüíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ - ñïðàâà

n N n N
25 26 27 28 25 26 27 28

22 15 (5) 31 (5) 63 (5) 127 (5) 22 58 (5) 113 (5) 219 (5) 430 (5)
23 11 (13) 23 (13) 47 (13) 95 (13) 23 57 (13) 112 (13) 219 (13) 430 (13)
24 11 (29) 23 (29) 47 (29) 95 (29) 24 55 (29) 111 (29) 218 (29) 429 (29)
25 19 (58) 43 (58) 95 (58) 25 108 (58) 216 (58) 427 (58)
26 33 (113) 69 (113) 26 212 (113) 423 (113)
27 55 (220) 27 417 (220)

58 113 220 431 58 113 220 431

Ò à á ë è ö à 2. ×èñëî èòåðàöèé ñ âûáîðîì îïòèìàëüíîãî øàãà H, ε = 0.001

N nopt ×èñëî èòåðàöèé ÷èñëî èòåðàöèé
äâóõñåòî÷íîãî ìåòîäà îäíîñåòî÷íîãî ìåòîäà

32 12 11 (21) 58
64 23 24 (42) 113
128 43 47 (78) 220
256 81 98 (142) 431
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