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Àííîòàöèÿ

Â ðàáîòå ïðåäëîæåíà ñâèò÷èíãîâàÿ êîíñòðóêöèÿ ðàçáèåíèé n-êóáà íà ñîâåðøåí-

íûå äâîè÷íûå êîäû, ïðèâåäåíà íèæíÿÿ îöåíêà ÷èñëà òàêèõ ðàçáèåíèé.

1 Ââåäåíèå

Ïðîáëåìå èññëåäîâàíèÿ ðàçáèåíèé n-êóáà Fn (âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòè n âñåõ
äâîè÷íûõ âåêòîðîâ äëèíû n ñ ìåòðèêîé Õýììèíãà) íà ñîâåðøåííûå äâîè÷íûå êîäû ïî-
ñâÿùåíî çíà÷èòåëüíî ìåíüøå ñòàòåé, ÷åì âîïðîñàì ïîñòðîåíèÿ íîâûõ ñîâåðøåííûõ êîäîâ
è èññëåäîâàíèÿ èõ ñâîéñòâ, õîòÿ äâå ýòèõ çàäà÷è òåñíî ñâÿçàíû, à èìåííî, àñèìïòîòèêè
äâîéíûõ ëîãàðèôìîâ ÷èñëà ðàçëè÷íûõ ñîâåðøåííûõ êîäîâ è ÷èñëà ðàçëè÷íûõ ðàçáèåíèé
íà òàêèå êîäû ñîâïàäàþò. Òàêæå ñëåäóåò óïîìÿíóòü î ñâÿçè ðàçáèåíèé Fn ñî ñëåäóþùèìè
ïðîáëåìàìè ðàñêðàñîê âåðøèí Fn: ðàçáèåíèÿ n-êóáà èíäóöèðóþò ðàñêðàñêè, ñâÿçàííûå
ñ îïòîâîëîêîííûìè ñåòÿìè, ñì. [1], êðîìå òîãî, îíè èíäóöèðóþò ñîâåðøåííûå ðàñêðàñêè,
óïîìèíàåìûå â ëèòåðàòóðå êàê ïîëíîñòüþ ðåãóëÿðíûå êîäû (íàçûâàåìûå òàêæå partition
designs èëè equitable partitions) [2]. Äâå êîíñòðóêöèè (êàñêàäíàÿ è ñâèò÷èíãîâàÿ) íåòðè-
âèàëüíûõ ðàçáèåíèé n-êóáà íà ñîâåðøåííûå êîäû áûëè ïðåäëîæåíû â [3]. Â [4] áûëà ïî-
ëó÷åíà ñëåäóþùàÿ íèæíÿÿ îöåíêà ÷èñëà ðàçëè÷íûõ ðàçáèåíèé Fn íà ñîâåðøåííûå êîäû
äëèíû n (äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî n ≥ 31):

22
(n−1)

2 . (1)

Ïðèâåä¼ì ïåðâûå òðè ôàêòîðà íèæíåé îöåíêè ÷èñëà ñîâåðøåííûõ äâîè÷íûõ êîäîâ, ïî-
ëó÷åííîé Ñ. Â. Àâãóñòèíîâè÷åì è Ä. Ñ. Êðîòîâûì, ñì. [7], êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ëó÷øåé íà
ñåãîäíÿøíèé äåíü:

22
n+1
2 −log(n+1)

· 32
n−3
4 · 22

n+5
4 −log(n+1)

. (2)

Â ñòàòüå [8] áûëè ïðåäëîæåíû êîíñòðóêöèè ðàçáèåíèé Fn íà òðàíçèòèâíûå êîäû, êîòî-
ðûå â äàëüíåéøåì áûëè ðàçâèòû â [9, 10] äëÿ ïîñòðîåíèÿ 2-òðàíçèòèâíûõ è âåðøèííî-
òðàíçèòèâíûõ ðàçáèåíèé Fn íà ñîâåðøåííûå äâîè÷íûå êîäû. Â ðàáîòå [11] Ñ. Â. Àâãóñòè-
íîâè÷åì è äð. áûëà ïðåäñòàâëåíà êîíñòðóêöèÿ ðàçáèåíèé Fn íà ïîïàðíî íåýêâèâàëåíòíûå
êîäû. Â [12] Ñ. Â. Àâãóñòèíîâè÷åì è äð. áûëè èññëåäîâàíû ìàòðèöû ïåðåñå÷åíèé ðàç-
áèåíèé. Â ñòàòüå [13] ïðåäëîæåíî äâå êîíñòðóêöèè ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà âñåõ q-è÷íûõ
âåêòîðîâ äëèíû n íà ñîâåðøåííûå q-çíà÷íûå êîäû è ïðèâåäåíà íèæíÿÿ îöåíêà ÷èñëà
ðàçëè÷íûõ ðàçáèåíèé íà òàêèå êîäû.

1Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåí-
òàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêò 10-01-00424-a).
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Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ ñâèò÷èíãîâûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ðàçáèåíèé n-êóáà íà
ñîâåðøåííûå äâîè÷íûå êîäû è îòâå÷àþùàÿ åìó íèæíÿÿ îöåíêà ÷èñëà ðàçëè÷íûõ ðàç-
áèåíèé äëÿ ëþáûõ äîïóñòèìûõ n ≥ 7. Íåòðèâèàëüíàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà äëÿ ÷èñëà òàêèõ
ðàçáèåíèé ïîêà íå íàéäåíà.

2 Íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ è ïîíÿòèÿ

Ðàññòîÿíèå Õýììèíãà d(x, y) ìåæäó âåêòîðàìè x è y èç Fn ðàâíî êîëè÷åñòâó êîîðäèíàò,
â êîòîðûõ ðàçëè÷àþòñÿ ýòè âåêòîðû. Äâîè÷íûì êîäîì íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíîå ïîäìíî-
æåñòâî C èç Fn. Ñîâåðøåííûì äâîè÷íûì êîäîì, èñïðàâëÿþùèì îäèíî÷íûå îøèáêè (äàëåå
êðàòêî ñîâåðøåííûì êîäîì), íàçûâàåòñÿ òàêîå ïîäìíîæåñòâî èç Fn, ÷òî ëþáîé âåêòîð ïðî-
ñòðàíñòâà Fn íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè íå áîëüøå 1 îò íåêîòîðîãî åäèíñòâåííîãî âåêòîðà
èç C. Èçâåñòíî, ÷òî òàêèå êîäû ñóùåñòâóþò òîëüêî ïðè n = 2m − 1, m ≥ 2.

Èçâåñòíî, ÷òî ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ ïðîñòðàíñòâà Fn èñ÷åðïûâàåòñÿ âñåìè èçîìåòðè-
ÿìè Fn, êàæäàÿ òàêàÿ èçîìåòðèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêîé π íà ìíîæåñòâå êîîðäèíàò
è ñäâèãîì íà ïðîèçâîëüíûé âåêòîð v ∈ Fn. Ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ Aut(Fn) ïðîñòðàíñòâà
Fn îïðåäåëÿåòñÿ êàê

Aut(Fn) = {(v, π) | v ∈ Fn, π ∈ Sn},
ãäå Sn � ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîäñòàíîâîê äëèíû n. Ãðóïïîé àâòîìîðôèçìîâ Aut(C)
êîäà C äëèíû n íàçûâàåòñÿ ãðóïïà èçîìåòðèé ïðîñòðàíñòâà Fn, ïåðåâîäÿùèõ êîä â ñåáÿ.
Ãðóïïîé àâòîìîðôèçìîâ ïðîèçâîëüíîãî ðàçáèåíèÿ P n = {C0, C1, . . . , Cn} ïðîñòðàíñòâà
Fn íà ñîâåðøåííûå êîäû C0, C1, . . . , Cn, íàçîâ¼ì ãðóïïó èçîìåòðèé ïðîñòðàíñòâà Fn, ïå-
ðåâîäÿùèõ ðàçáèåíèå P n â ñåáÿ. Äâà ðàçáèåíèÿ Fn íàçûâàþòñÿ ðàçëè÷íûìè, åñëè îíè
ðàçëè÷àþòñÿ ïî ìåíüøåé ìåðå â îäíîì êîäå. Äàëåå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðàçáèåíèå èìååò
äëèíó n, åñëè îíî ñîñòîèò èç êîäîâ äëèíû n.

Â ðàáîòå [14] Ê. Ò. Ôåëïñîì áûëè êëàññèôèöèðîâàíû ðàçáèåíèÿ F7 íà ñîâåðøåííûå
êîäû äëèíû 7, à òàêæå îïèñàíû èõ ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ, âñåãî áûëî îáíàðóæåíî 11
òàêèõ ðàçáèåíèé. Ïðåäñòàâèì ïîðÿäêè èõ ãðóïï àâòîìîðôèçìîâ â ñëåäóþùåé òàáëèöå:

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

|Aut(P 7
i )| 768 1536 256 128 128 21504 384 256 336 1024 96

Èñïîëüçóÿ ýòè äàííûå, íåñëîæíî ïîäñ÷èòàòü ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ðàçáèåíèé F7 íà ñîâåðøåí-
íûå êîäû äëèíû 7.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ñóùåñòâóåò 27360 = c · 214 ðàçëè÷íûõ ðàçáèåíèé F7 íà ñîâåðøåííûå

êîäû äëèíû 7, ãäå c > 1.66.

3 Ðàçáèåíèÿ íà ñîâåðøåííûå êîäû äëèíû 15

Â ýòîì ïàðàãðàôå ïîêàæåì, ÷òî êîíñòðóêöèÿ Âàñèëüåâà è ðåçóëüòàò Ôåëïñà î êëàññèôèêà-
öèè ðàçáèåíèé F7 ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü íèæíþþ îöåíêó ÷èñëà ðàçáèåíèé F15 íà ñîâåðøåí-
íûå êîäû. Çàìåòèì, ñì. [4], ÷òî ýòîò ñëó÷àé îñòàâàëñÿ íåèçó÷åííûì. Ðàçáèåíèÿ äëèíû 15
ïðåäñòàâëÿþò îñîáåííûé èíòåðåñ äëÿ èññëåäîâàíèé â ñèëó òîãî, ÷òî îíè çà÷àñòóþ âûñòó-
ïàþò â êà÷åñòâå èñõîäíîé òî÷êè äëÿ êîíñòðóèðîâàíèÿ ðàçáèåíèé, à òàêæå êîäîâ áîëüøèõ
äëèí. Â ÷àñòíîñòè, ñîâåðøåííûõ êîäîâ ñ îïðåäåë¼ííûìè ñâîéñòâàìè, íàïðèìåð, òðàíçè-
òèâíûõ êîäîâ (ñì. [15]).

Ïóñòü {C0, . . . , Cn} íåêîòîðîå ðàçáèåíèå Fn íà ñîâåðøåííûå äâîè÷íûå êîäû Ci, i =
0, 1, . . . , n. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ êîíñòðóêöèþ ðàçáèåíèÿ êóáà F2n+1 (ñì. [4], òàêæå ýòà
êîíñòðóêöèÿ èñïîëüçîâàëàñü â [16]), íà ñîâåðøåííûå êîäû Âàñèëüåâà [17] äëèíû 2n+ 1:
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{
C2n+1

i = {(τ(x) + y, |x|+ λi(y), σ(x))},
C2n+1

n+1+i = {(τ(x) + y, |x|+ λi(y) + 1, σ(x))}; (3)

ãäå x ∈ Fn, y ∈ Cn
i , τ, σ � ïðîèçâîëüíûå ïåðåñòàíîâêè èç Sn, i = 0, 1, . . . , n, λi � ïðîèç-

âîëüíàÿ äâîè÷íàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåë¼ííàÿ íà âåðøèíàõ èç Cn
i , òàêàÿ ÷òî λi(ei) = 0, i =

0, . . . , n. Çäåñü ei � âåêòîð èç Fn âåñà 1 ñ ”1” íà i-îé êîîðäèíàòíîé ïîçèöèè, e0 = 0n �
íóëåâîé âåêòîð äëèíû n èç Fn, ñîñòîÿùèé èç íóëåé.
×åðåçMn èM′

n îáîçíà÷èì ÷èñëî ðàçëè÷íûõ è íåýêâèâàëåíòíûõ ðàçáèåíèé Fn íà ñîâåð-
øåííûå êîäû, ñîîòâåòñòâåííî. Èñïîëüçóÿ êîíñòðóêöèþ (3) è ïðèìåíÿÿ ïðåäëîæåíèå 1,
ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ñïðàâåäëèâà

Ëåììà 1. ×èñëî M15 ðàçëè÷íûõ ðàçáèåíèé F15 íà ñîâåðøåííûå äâîè÷íûå êîäû óäîâëå-

òâîðÿåò ñëåäóþùåé íèæíåé îöåíêå

M15 > 2159. (4)

Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî âñåõ àâòîìîðôèçìîâ êóáà F15 ðàâíî 15! · 215, ÷òî íå ïðåâîñõîäèò 256.
Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî

Ñëåäñòâèå 1. ×èñëîM′
15 íåýêâèâàëåíòíûõ ðàçáèåíèé êóáà F15 íà ñîâåðøåííûå äâîè÷íûå

êîäû óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåé íèæíåé îöåíêå

M′
15 > 2103. (5)

Çàìå÷àíèå 1. Ñðàâíèâàÿ îöåíêó (5) äëÿ ÷èñëà íåýêâèâàëåíòíûõ ðàçáèåíèé êóáà F15 íà
ñîâåðøåííûå äâîè÷íûå êîäû äëèíû 15 ñ îöåíêîé ÷èñëà íåýêâèâàëåíòíûõ ñîâåðøåííûõ
äâîè÷íûõ êîäîâ äëèíû 15, êîòîðûõ, ñîãëàñíî [19], ñóùåñòâóåò ðîâíî 5983, ñ ó÷¼òîì òîãî,
÷òî 5983 < 213, óáåæäàåìñÿ, ÷òî ÷èñëî íåýêâèâàëåíòíûõ ðàçáèåíèé ñóùåñòâåííî áîëüøå
÷èñëà íåýêâèâàëåíòíûõ ñîâåðøåííûõ êîäîâ.

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå óòî÷íèì îöåíêó èç [4] :

Òåîðåìà 1. ×èñëî ðàçëè÷íûõ ðàçáèåíèé Fn íà ñîâåðøåííûå êîäû äëèíû n íå ìåíåå

22
n−1
2 · 22

n−3
4 (6)

äëÿ ëþáîãî n = 2m − 1, m ≥ 3.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 3 èç [4], ñ ó÷¼òîì ïðåä-
ëîæåíèÿ 1 è ëåììû 1. Çàìåòèì, ÷òî îöåíêà (4) ëó÷øå, ÷åì (6) ïðè n = 15.

4 Íèæíÿÿ îöåíêà ÷èñëà ðàçáèåíèé íà ñîâåðøåííûå êî-

äû, ìåòîä ijk-êîìïîíåíò

Áóäó÷è ïðèìåí¼ííûì ê êîäó Õýììèíãà (ëèíåéíîìó ñîâåðøåííîìó êîäó), ìåòîä ijk-êîìïî-
íåíò ïîçâîëÿåò ñòðîèòü áîãàòûå êëàññû êîäîâ, ðàçáèåíèé, à òàêæå âûñòóïàåò ìîùíûì èí-
ñòðóìåíòîì äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ ýòèõ îáúåêòîâ. Â ýòîì ïàðàãðàôå ïîêàæåì, ÷òî
íèæíÿÿ îöåíêà (6) ìîæåò áûòü çíà÷èòåëüíî óëó÷øåíà. Äëÿ ýòîé öåëè ïðèâåä¼ì êîí-
ñòðóêöèþ ðàçáèåíèé êóáà Fn íà ñîâåðøåííûå äâîè÷íûå êîäû, îñíîâàííóþ íà ìåòîäå ijk-
êîìïîíåíò, êîòîðûé, â ñâîþ î÷åðåäü, ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ìåòîäà α-êîìïîíåíò èç
[18]. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ôóíêöèè

σl : {1, . . . , N2} × {1, . . . , N1} → {0, 1};
ξl : {1, . . . , N2} × {1, . . . , N1} → {0, 1};
τl : {1, . . . , N2} → {0, 1};
νl : {1, . . . , N2} → {i, j, k};

(7)
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ãäå N1 = 2
n−3
4 , N2 = 2

n+5
4
−log2(n+1), l = 0, 1, . . . , n−3

4
, à òàêæå öèêëè÷åñêóþ ïîäñòàíîâêó

π = (i j k). Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ϕ = (σ, ξ, τ, ν), ãäå

σ = (σ0, . . . , σn−3
4
), ξ = (ξ0, . . . , ξn−3

4
), τ = (τ0, . . . , τn−3

4
), ν = (ν0, . . . , νn−3

4
).

Íàáîð ôóíêöèé (σl, ξl, τl, νl), l ∈ {0, 1, . . . , n−34 }, áóäåì íàçûâàòü âûðîæäåííûì, åñëè
ñóùåñòâóþò t, q ∈ {1, . . . , N2}, òàêèå ÷òî σl(t, s) ≡ const è ξl(q,m) ≡ const äëÿ ëþáûõ
s,m ∈ {1, . . . , N1}. Îòîáðàæåíèå ϕ áóäåì íàçûâàòü âûðîæäåííûì, åñëè âûðîæäåíû âñå
íàáîðû (σl, ξl, τl, νl).

Èäåÿ, ëåæàùàÿ â îñíîâå ïðåäëàãàåìîé êîíñòðóêöèè, áûëà âïåðâûå ïðåäëîæåíà â [11].
Ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå P = {H0, . . . , Hn} êóáà Fn íà êëàññû ñìåæíîñòè êîäà Õýììèíãà,
ãäå Hi = H + ei. Ñãðóïïèðóåì êîäû ðàçáèåíèÿ â ÷åòâ¼ðêè

{H4l, H4l+1, H4l+2, H4l+3}, l = 0, 1, . . . ,
n− 3

4
.

Ðàçîáü¼ì H4l íà ijk-êîìïîíåíòû (ñîãëàñíî [11], èõ áóäåò N2). Ýòî ðàçáèåíèå èíäóöè-
ðóåò ðàçáèåíèÿ îñòàëüíûõ êîäîâ ÷åòâ¼ðêè. Êàæäóþ ijk-êîìïîíåíòó èç H4l ðàçîáü¼ì íà
i-, j- èëè k-êîìïîíåíòû (ñîãëàñíî [11], èõ áóäåò N1). Åñòåñòâåííûì îáðàçîì ýòî ðàçáèåíèå
èíäóöèðóåò ðàçáèåíèÿ â îñòàëüíûõ êîäàõ ÷åòâ¼ðêè. Âñå ijk-êîìïîíåíòû â H4l ïðîíóìå-
ðóåì èíäåêñàìè èç {1, . . . , N2}, à âñå i-êîìïîíåíòû (j- èëè k-êîìïîíåíòû) âíóòðè êàæ-
äîé ijk-êîìïîíåíòû � èíäåêñàìè èç {1, . . . , N1}. Àíàëîãè÷íî ïåðåíóìåðóåì êîìïîíåíòû
â îñòàëüíûõ êîäàõ ðàçáèåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå ëþáîé âåêòîð u èç êàæäîãî êîäà ðàçáèåíèÿ
áóäåò èìåòü íåêîòîðóþ ïàðó èíäåêñîâ (r, s), r ∈ {1, . . . , N2}, s ∈ {1, . . . , N1}.

Ïðèâåä¼ì îïèñàíèå êîíñòðóêöèè. Êàæäîé ÷åòâ¼ðêå {H4l, H4l+1, H4l+2, H4l+3} ñîîòâåò-
ñòâóåò íàáîð ôóíêöèé (σl, ξl, τl, νl). Êàæäûé êîä ðàçáèâàåòñÿ íà ijk-êîìïîíåíòû. Êàæäàÿ
ijk-êîìïîíåíòà, â ñâîþ î÷åðåäü, ðàçáèâàåòñÿ íà i-, j- èëè k-êîìïîíåíòû, â çàâèñèìîñòè îò
çíà÷åíèÿ ôóíêöèè νl(r), ãäå r � ýòî èíäåêñ ijk-êîìïîíåíòû.

Âûáåðåì â êîäå H4l ïðîèçâîëüíóþ ijk-êîìïîíåíòó Rijk. Â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ
ôóíêöèè σl(r, s), äëÿ êàæäîé i-êîìïîíåíòû (j- èëè k-êîìïîíåíòû) èç Rijk, ãäå s � å¼ èí-
äåêñ â Rijk, à r � èíäåêñ Rijk â êîäå H4l, ëèáî ïðîèçâîäèòñÿ ñâèò÷èíã ýòîé êîìïîíåíòû
ïî ñîîòâåòñòâóþùåìó íàïðàâëåíèþ (i, j èëè k), ëèáî îíà íå ñäâèãàåòñÿ. Ïðè ýòîì, èñ-
ïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùåå ïðàâèëî. Åñëè Rijk áûëà ðàçáèòà íà i-êîìïîíåíòû (ò.å. νl(r) = i),
òî ñâèò÷èíã ïðîèçâîäèòñÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùåé i-êîìïîíåíòîé èç Rijk + e1. Åñëè νl(r) = j,
òî ñâèò÷èíã ïðîèçâîäèòñÿ ñ îòâå÷àþùåé åé j-êîìïîíåíòîé èç Rijk + e3. È, íàêîíåö, åñëè
νl(r) = k, òî ñ ñîîòâåòñòâóþùåé k-êîìïîíåíòîé èç Rijk + e2. Òàêèì îáðàçîì, òàêîé ñâèò-
÷èíã â Rijk ïîðîæäàåò ïàðó ñâèò÷èíãîâ � â ñàìîé Rijk è â ijk-êîìïîíåíòå, îïðåäåëÿåìîé
íàïðàâëåíèåì, ïî êîòîðîìó ïðîèçâîäèòñÿ ñâèò÷èíã. Ëåãêî âèäíî, ÷òî âñåãî òàêèõ ñâèò-
÷èíãîâ, â ñèëó òîãî, ÷òî â Rijk èìååòñÿ N1 êîìïîíåíò ïî íàïðàâëåíèþ i (j èëè k), áóäåò
2N1 .

Àíàëîãè÷íàÿ ïðîöåäóðà íåçàâèñèìî ïðîâîäèòñÿ äëÿ ôóíêöèè ξl ñ òåì ëèøü îãðàíè-
÷åíèåì, ÷òî ñâèò÷èíã ïðîèçâîäèòñÿ ìåæäó i-êîìïîíåíòàìè (j- èëè k-êîìïîíåíòàìè) èç
íåçàäåéñòâîâàííûõ íà ïåðâîì øàãå ïàð ijk-êîìïîíåíò, â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ ξl. À
èìåííî, ïðè νl(r) = i îáìåíèâàþòñÿ i-êîìïîíåíòàìè Rijk + e3 è Rijk + e2 (j-êîìïîíåíòàìè
ïðè νl(r) = j îáìåíèâàþòñÿ Rijk + e1 è Rijk + e2, à k-êîìïîíåíòàìè ïðè νl(r) = k îáìåíè-
âàþòñÿ Rijk + e1 è Rijk + e3).

Çàòåì, â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ ôóíêöèè τl(r), ëèáî ïðîèçâîäèòñÿ ñâèò÷èíã ïîëó÷åí-
íîé èç Rijk â ðåçóëüòàòå òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ijk-êîìïîíåíòû êîìïîíåíòû ïî íàïðàâëå-
íèþ π(νl(r)), ëèáî îíà íå ñäâèãàåòñÿ. Äëÿ îñòàâøåéñÿ ïàðû ijk-êîìïîíåíò ýòî ïðåîáðàçî-
âàíèå äóáëèðóåòñÿ.

Îïèñàííûå îïåðàöèè äàëåå ìîãóò áûòü ïðîäåëàíû äëÿ îñòàëüíûõ ijk-êîìïîíåíò èç
H4l. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì â òî÷íîñòè (2 · 2)N1N2 · 2N2 òàêèõ ñâèò÷èíãîâ.
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Ëåììà 2. Åñëè îòîáðàæåíèÿ ϕ = (σ, ξ, τ, ν) è ϕ′ = (σ′, ξ′, τ ′, ν ′) ðàçëè÷íû, òî ðàçáèåíèÿ
P = ϕ(P ) è P ′ = ϕ′(P ) êóáà Fn íà ñîâåðøåííûå äâîè÷íûå êîäû ðàçëè÷íû.

Èñïîëüçóÿ ëåììó 2, ïîäñ÷èòàåì ÷èñëî Rn ðàçëè÷íûõ ðàçáèåíèé äëèíû n. Äëÿ ýòîé öåëè
íàéä¼ì ÷èñëî ðàçëè÷íûõ íàáîðîâ (σl, ξl, τl, νl). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî èõ áóäåò (2 ·2)N1N2 ·(2 ·
3)N2 . Òàê êàê â êàæäîé ÷åòâ¼ðêå êîäîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ íåçàâèñèìî, ÷èñëî
Rn ðàçëè÷íûõ ðàçáèåíèé äëèíû n óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

Rn ≥ (4N1N2 · 6N2)
n+1
4 = 22

n−1
2 · 62

n−3
4 .

Íàéä¼ì âåðõíþþ îöåíêó ÷èñëà âûðîæäåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ïî îïðåäåëåíèþ, ïàðàìåò-
ðû t è q ìîæíî âûáðàòü N2 ñïîñîáàìè. Çíà÷åíèÿ ôóíêöèé σ(t, s) è ξ(q,m) ìîæíî âûáðàòü
äâóìÿ ñïîñîáàìè äëÿ êàæäîé, òî åñòü ”1” èëè ”0”. Îñòàâøèåñÿ çíà÷åíèÿ äëÿ ÷åòâ¼ðêè
(σl, ξl, τl, νl) ìîæíî çàäàòü 4N1(N2−1) · 6N2 ñïîñîáàìè. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî âûðîæäåííûõ
ïðåîáðàçîâàíèé ϕ íå áîëüøå

(4 ·N2 ·N2 · 4N1(N2−1) · 6N2)
n+1
4 ,

÷òî ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé âåëè÷èíîé ïî ñðàâíåíèþ ñ (4N1N2 ·6N2)
n+1
4 , ÷èñëîì ðàçëè÷-

íûõ îòîáðàæåíèé ϕ äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî n è ìîæåò áûòü êîìïåíñèðîâàíî ïðîèçâîëîì
âûáîðà òðîéêè ijk â êîäå Õýììèíãà H0. Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 2. ×èñëî Rn ðàçëè÷íûõ ðàçáèåíèé Fn íà ñîâåðøåííûå êîäû äëèíû n óäîâëå-

òâîðÿåò ñëåäóþùåé íèæíåé îöåíêå

Rn ≥ 22
n−1
2 · 62

n−3
4 (8)

äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî, n ≥ 15.

Ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ íèæíèõ îöåíîê (6) è (8) äëÿ ÷èñëà ðàçëè÷íûõ ðàçáèåíèé äëèíû
n (îáðàòèì âíèìàíèå íà ñîâïàäåíèå ïåðâûõ ôàêòîðîâ), à òàêæå àíàëèç âñåõ èçâåñòíûõ
íèæíèõ îöåíîê ÷èñëà ðàçëè÷íûõ ñîâåðøåííûõ êîäîâ äëèíû n ïîçâîëÿþò ïðåäïîëîæèòü,

÷òî ïåðâûé ìíîæèòåëü 22
n−1
2 â íèæíåé îöåíêå ÷èñëà ðàçëè÷íûõ ðàçáèåíèé êóáà Fn íà

ñîâåðøåííûå êîäû äëèíû n íåóëó÷øàåì.
Çàìå÷àíèå 2. Ïðè äëèíå ðàçáèåíèÿ n = 15, êîíñòðóêöèÿ Âàñèëüåâà ïîçâîëÿåò ïîëó-

÷èòü íèæíþþ îöåíêó ÷èñëà ðàçëè÷íûõ ðàçáèåíèé ïðèìåðíî â 40 ðàç òî÷íåå, ïî ñðàâíåíèþ
ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäà ijk-êîìïîíåíò: 2141 ·38 è 2159, ñîîòâåòñòâåííî. Íî, íà÷èíàÿ ñ n = 31,
îöåíêà, ïîëó÷åííàÿ ïðèìåíåíèåì ìåòîäà ijk-êîìïîíåíò, ñòàíîâèòñÿ ëó÷øå.

Çàìå÷àíèå 3. Êîíñòðóêöèÿ (3) ñ ôóíêöèÿìè λi ≡ 0, i = 0, . . . , n, èñïîëüçîâàëàñü
â [16] äëÿ ïîñòðîåíèÿ øèðîêîãî êëàññà ðàçëè÷íûõ ðàçáèåíèé íà íåïàðàëëåëüíûå êîäû
Õýììèíãà.
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